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異種材料接合界面近傍の傾斜 だ円形 き裂の応力拡大係数 について*
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In this paper the stress intersity factors of an inclined elliptical crack near a bimaterial interface 
are descussed. The solution utilizes the body force method and requires Green's functions for 

perfectly bonded semi-infinite bodies. The formulation leads to a system of hypersingular integral 
equations whose unknowns are three modes of crack opening displacements. In the numerical 
calculation, unknown body force densities are approximated by using fundamental density functions 
and polynomials. The results show that the present method yields smooth variations of stress 

intensity factors along the crack front accurately. Distributions of stress intensity factors are 
indicated in tables and figures with varying the shape of crack, distance from the interface, and 
elastic constants. It is found that the inclined crack can be approtimated by models of vertical and 

parallel cracks with the error 24% even in the case of very close cracks neer an interface. 
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1. 緒 言

最近,構 造物の高機能性化などを狙いとして材料の

複合化,接 合化な どの技術が進んでいる、それ らの材

料の普及及び使用分野の拡大に伴い,異 種接合材,複

合材の界面の強度評価が大きな問題となってくる.線

形破壊力学の確立とともに,異 種材料接合界面近傍の

き裂の応力拡大係数に関 して もこれまで多くの資料が

得られているが,そ の多 くは2次 元問題の解析(1)～(3)に

限定されてお り,3次 元問題に関 してはい くつか研究

はあるものの,利 用できる解析(4)～(10)は比 較的少ない.

このような状況を考慮 して,著 者 らは界面に平行なだ

円形き裂 と界面に垂直なだ円形き裂の3次 元問題を考

察した(11)(12).

しか し,実 際のき裂や欠陥は,界 面に対 してある角

度で傾いて存在するもの と考えられるので,そ れを界

面に平行または垂直なモデル として取 り扱 う場合の影

響を調べる必要があると考えられる.同 種の研究 とし

て,野 口ら(13)及び小 田ら(14)は自由表面近傍の3次 元傾

斜き裂を解析 しているが,本 研究ではより一般的に界

面か らの距離,き 裂の形状比,材 料の剛性比,及 び界

面に対する傾き角の変化による界面の影響を明らかに

する.ま た,Lee-Farris-Keer(7)は(1)界 面上に存在す

る傾斜だ円形き裂(図1でh=0°)お よび(2)界 面 近傍に

存在する界面に平行なだ円形き裂(図1で ψ=90°)を 考

察 しているが,図1の 問題(h≠0°,ψ ≠90°)は扱ってい

ない.そ こで,本 論文では,界 面に対す る傾き角を変

化 させ得 られる傾斜だ円形き裂の結果 と,それを傾き

のない等価だ円形 き裂に投影 し,それぞれの荷重方向

に対 し垂直な方向の応力場の厳 しさとを比較 し,検討

す る.な お,著 者 らのこれまでの一連の研究(11)(12)(14)
～(16)によ り

,体 積力法の未知関数を基本密度 と多項式

で近似することによって滑らかで高精度の応力拡大係

数の分布が得 られることが知 られてい る.
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Fig.1 An inclined elliptical crack near a bimaterial 

interface.(x2/a2+(y-h)2/b2=1)
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2. 解 析 方法

図1に 示す ように,異 材接合無限体中の異材界面に

傾いて存在す るだ円き裂に遠方で引張を受ける場合の

応力拡大係数の解析を行 う.材 料1に 角度ψ傾いた,だ

円形 き裂x2/a2+(y-h)2/b2=1が 存在するものとする.

このとき体積力法の考え方によれば,問 題はき裂の存

在 しない無限体中においてき裂となるべき仮想境界上

に分布されたz方 向の引張の標準型体積力対(17)の密度

fu(ξ.η),yz方 向のせん断の標準型体積力対の密度

fyz(ξ,η),zx方向のせん断の標準力対の密度fzx(ξ,η)を

未知関数 とする以下の特異積分で表現され る.こ こ

で,(ξη,ζ)は着力点の(x,y,z)座標である.ま たE1,V1は

材 料1の 弾性定数である.

(1・a)

(1・b)

(1・c)

式(1・a)は仮想 き裂面上における境界条件σz=0に 相

当してお り,τyz=0,τzx=0も 同様に表され る.右 辺の

1/r3を含 む項は無限体中のだ円き裂の存在を表現し,

注 目点(x,y)と 着 力点(ξ,η)が一致す るときに特異性を

示す特異項であり,ff,は発 散積分の有限部分を表す.

左 辺のKlau(ξ,η,x,y)等は異材界面の境界条件を満足 さ

せ る関数である.領 域Sは き裂のない無限体 中に想定

しただ円表面き裂 となるべき仮想き裂面を表 している

(その導出方法を付録1に 示す).従 来用いられていた

未知関数を階段関数で近似する方法では本来滑らかで

連続 な関数 として分布 してるはずの体積力対密度

fu(ξ,η),fyz(ξ,η),fzx(ξ・η)が不連続な関数として近似され

ているため応力拡大係数を求める際に外挿 しなければ

ならないことや,応 力拡大係数の滑らかな分布を求め

ることが難 しい等の問題があった.そ こで,体 積力対

密度fu(ξ,η),fyz(ξ,η),fzx(ξ・η)を以下のように近似する.

(2)

こ こ でWu(ξa,ηb),Wyz(ξa,ηb),Wu(ξa,ηb)は,基 本 密 度 関

数 と呼 ば れ,無 限 体 中 のxy平 面 上 に あ る だ 円 き裂 の遠

方で,そ れぞれ σ∞z,τ∞yz,τ∞zxが作用 したときの,だ 円き裂

の応力場を厳密に表現す る体積力密度に相当す る(実

際 の数値計算 ではσ∞z=τ∞yz=τ∞zx=1とお く).ま た,

Fa(ξa,ηb),Fyz(ξa,ηb),Fzx(ξa,ηb)は重み関数で以下のように

近似する.こ こで(ξa,ηb)は,き裂の中心からの(x,y)座

標 の距離を表 している.

(3)
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(a) 10×20 (b) 50×100

(a) ψ=15°

(b) ψ=75°

(a) ψ=15°

(b) ψ=75°

(4)

き裂 の選 点 の 取 り方 に つ い て は 図2の よ うに き裂 前

緑 の 位 置 を 半径1の 円 に 写 像 して,Xa軸,Yb軸 に つ い て

間 隔0.1,0.02の メ ッ シ ュ を 切 り,そ の 格 子点 を 選 点

と し た,図2(a)は メ ッシ ュ の幅0.1で メ ッシ ュ 数 が10

×20の 例 で あ る.図2(b)は メ ッシ ュ の 幅0.02で メ ッ

シ ュ数 が50×100の 例 で あ り,界 面 と き 裂 の 距 離 が 近

い 場 合 に 用 い る.ま た,式(1)に 含 まれ る特 異 積 分 の

評 価 に つ い て は 前 報(15)(16)と同 様 の解 法 を 用 い る.

3. 数 値 計 算 結 果 と 検 討

3.1 応 力 拡 大 係 数 の 無 次 元 化 表 示 以 上 の 理

論 に基 づ い て 計 算 プ ロ グ ラ ム を 作 成 し,多 項 式 の 次 数

の パ ラ メ ー タn,だ 円 形 内 部 き 裂 の傾 斜 角 ψ を変 化 さ

せ,き 裂 形 状 比a/b=1,2,∞,ボ ア ソ ン比v1.v2=0.3に つ

い て 数 値 計 算 を 行 っ た.数 値 積 分 に は 二 重 指 数 関 数 型

積 分 公 式 等 の サ ブ ル ー チ ン を 用 い て 計 算 し た.ま た 結

果 と して 得 られ た応 力 拡 大 係 数 κ を ま とめ る の に,以

下 の無 次 元 値FIを 用 い た.

(5)

3.2 解 の 収 束 性,選 点 数 等 の 検 討 形 状 比

a/b=2,μ2/μ1=0,∞,v1,v2=0.3,傾 斜 角ψ=15°,75°の き

裂 につ い て 式(3),(4)の 多 項 式 の次 数 を 変 化 させ た 時

の 点B(β=π/2)と 点A(β=3π/2)の 応 力 拡 大 係 数

FIA, FIIA, FIB, FIIBの収 束 性を 表1,2に 示 す.表1の 選 点 数

10×20の 場 合,ψ=15° ,75°の 場 合 で と もにh/b≧1.2で 有

効 数 字4桁 程 度 収 束 して い る こ とが わ か る.表2の 選

点 数50×100の 場 合,次 数 を15程 度 ま で 上 げ る と

h/b=1.05で も4桁 程 度 収 束 す る.表1,2よ り,以 下 で

は,h/b〓1.2で は 次 数10で10×20の 選 点 数 を 用 い た.

ま た,h/b〓1.1で は 次 数15で50×100の 選 点 数 を用 い

た.な お,式(3),(4)の 次 数nは,3桁 ま た は,4桁 の

収 束性 が 得 られ る よ う に選 ん で 決 め た.

3.3 過 去 の 研 究 結 果 と の 比 較 図3,4,5に お い

て 形 状 比a/b=1,剛 性 比 μ2/μ1=3,ボ ア ソ ン 比

v1,v2=0.3で 傾 斜 角 ψ=90° の 界 面 に 平行 な き裂 が 内 圧

σu=-p,τur=-pを 受 け る場 合 に つ い て 応 力 拡 大 係 数

FI.FII,FIIIの値 をLeeら の 値(7)と 比 較 す る 。 図3,4,5よ り

Leeら の 解 析 結 果 が 折 れ線 で 表 され る の に 対 し本 解 析

結 果 で は,滑 ら か な 曲 線 で 応 力 拡 大 係 数 の分 布 が得 ら

れ て い る.こ れ は 本 解 析 で は,式(2),(3)の 多 項 式 に

よ っ て 体 積 力 密 度 を 表 現 して い る た めで あ る.図3～

5に 示 す よ うに,h/a=C1とh/a=-C1(C1は 正 の 定

数)の 結 果 を比 べ る と,常 に応 力 拡 大 係 数 の 絶 対値 は

h/a=-C1の 場 合(き 裂 が 剛 性 の 大 き な材 料 中 に あ る場

Fig.2 Boundary collocation Points.

Table 1 convergence of the results FIA,FIIA,FIB,FIIB when 

μ2/μ1=0, ∞, β=π/2, 3π/2, v1, v2=0.3, and Number of 

collocation points 10×20 (see Fig.2(a)).

Table 2 Convergence of the results FIa ,FIIA,FIIB.FIIB when 

μ2/μ1=0, ∞, β=π/2.3π/2, v1, v2=0.3, and Number of 

collocation points 50×100(see Fig.2(b)).
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合)が大きい.し かし,Leeら の図4に 相当するFIIの 結果

(7)には,こ れと逆の傾向が認められ,最 大で16%程 度 の

誤差がある(図4の β=-90° のとき).

3.4 異 種 接合界面近傍の傾斜だ円形き裂の解

析結果 ここでは図6(a)に 示すように界面に対 して

平行な引張 りと,図6(b)に 示 すように界面に対して

垂直な引張りを考える。材料1,2の 剛性比をμ2/μ1=0

と∞として解析 した結果を表3～ 表6に 示す.な お,き

裂が,界 面に対 して平行(11)および垂直(12)な場合には

μ2/μ1を様々に変化 させて示 した.ま た,異 種材料接

合面近傍の傾斜だ円形き裂を界面に垂直なき裂(図6

(a)の 破 線)と 界面に平行なき裂(図6(b)の 破 線)で 置

き換えて評価する場合の誤差 も検討する。すなわち,

以 下に示すように,傾 斜き裂の最も界面に近い点Aに

おいて,最 もき裂が伝ぱ し易いと考えられる荷重と垂

直方向の応力場の厳 しさを表す尺度FIAを 考 える(18)～

(20).こ こで,KIAとKIIAは 点Aの モー ドI,お よびモー ド

IIの 応力拡大係数である.

(6)

そ してFIAと,xy*平 面 に投 影 した き裂[ψ=0° に 相 当,

寸 法(a,b cosψ)]のF0IAま た は,xz*平 面 に 投 影 した き 裂

[ψ=90° に 相 当,寸 法(a,bsinψ)]のF90IAを 比 較 す る.

(7)

表3～6は 剛性比μ2/μ1=0,∞ で,形 状比a/b=1,2,∞

の場合にh/b=1.05～ ∞として,β=3π/2の 応 力拡大係

数FIA,FIIAとFIA,FIAをま とめたものである.図7,8は,界

面に対する傾き角,引 張り方向を変化させμ2/μ1=0,∞

の とき,FIA,FIAとh/bの 関係を示す.表3,4,図7は 界

面に対して平行な引張 り,表5,6,図8は 界面に対 し

て垂直な引張りの場合である.表3～6,図7,8よ り,

(a) Crack Vertical to a Bimaterial Interface. (b) Crack Parallel to a Bimaterial Interface.

Fig.3 KI vsβ for parallel,ψ=90°,penny-shaped crack,a=b 
under Interhal shear and normal loading σu=-σu=-p

Fig.4 KII vsβ for parallel, ψ=90°,penny-shaped crack, a=b 

umder Internal shear and normal loading σu=-P,σu=-p

Fig.5 KIII vs β for parallel, ψ=90°, Penny-shaped crack, a=b 

under Intemal shear and normal loading .σu=-P,σu=-P

Fig.6 Crack projected on the plane perpendicular to the tensile stress
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(1) (2)

(1) (2)

(1) (2)

(1) (2)

Fig 7 (a) Variation of FIA, F0IA in Fig.1 when(1) μ2/μ1=0. (2) μ2/μ1=∞ withψ=15°, v1, v2=0.3.

Fig7 (b) Variation of FIA, F0IA in Fig.1 when(1) μ2/μ1=0, (2) μ2/μ1=∞ with ψ=45°, v1, v2=0.3.

Fig8 (a) variation of FIA, F00IA in Fig.1 when(1) μ2/μ1=0, (2)μ2/μ1=∞ with ψ=45°, v1, v2=0.3.

Fig8 (b) Variation of FIA, F00IA in Fig.1 when(1) μ2/μ1=0, (2)μ2/μ1=∞ with ψ=75°, v1, v2=0.3.
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き裂が自由表面に近 くなる程,FIA,FIAの差 は大きくな

るが,計 算 した範囲内では,き 裂の自由表面か らの相

対距離1.05〓h/b<1.2で,投 影 したき裂 との差は,界

面に対 して平行な引張りの場合24%程 度 以下,界 面に

対 して垂直な引張 りの場合15%程 度 以下であ り,

h/b〓1.2で は,界 面に対 して平行 な引張 りの場合

15%程 度以下,界 面に対 して垂直な引張りの場合11%

程度 以下である.傾 斜角の小さいψ=15°,75では,き 裂

が表面の極近傍(h/b=1.05)で もFIAと の差は小 さく

15%以 下である.し たがって,傾 斜内部き裂の荷重方

向に対し垂直な方向の応力場の厳 しさは,表 面に著 し

く近い場合を除き,投 影面積の等 しい傾 きのないき裂

とほぼ等 しいと考えてよい.

4. 結 言

異材接合界面に斜めに存在す る3次 元だ円形き裂

(図1)を 対象 として体積力法の特異積分方程式で表現

し,界 面からの距離,き 裂の形状比,材 料の剛性比,

及び界面に対する傾 き角を変化させ,荷 重軸方向に投

影したき裂と比較して,考 察 した.そ の結果,以 下の

ような点が明 らかになった.

(1) 傾斜内部き裂の荷重方向に対し垂直な方向の

応力場の厳 しさは,表 面に著 しく近い場合を除き,投

影面積の等 しい傾 きのないき裂のそれとほぼ等 しい.

計算 した範囲内では,き 裂の異材界面か らの相対距離

1.05〓h/b<1.2で,投 影 したき裂 との差は,ψ=45° の

場合も含めて24%程 度以下で,h/b〓1.2で は,15%程 度

以下である.

(2) 未知関数を基本密度 と多項式の積で近似する

ことによってき裂の形状比a/b=1,2,∞ で界面との距離

h/b〓1.05で 有 効数字4桁 程度の収束性(表1,2)が 得 ら

れた.本 解析では未知関数を基本密度関数と多項式で

近似 しているので,滑 らかな応力拡大係数の分布が得

られる(図3～5).Leeら の結果(7)には最大で16%程 度

の誤差(図4の β=-90°)が認 められる.

付録1: 式(1・a)のKlyy等 の 導出方法につ いて

式(1・a)に含 まれるKlyyを例 とすると,こ れは異種接

合界面近傍にz方 向の引張り型の標準型食違い(17)が作

用す るときの応力死の式であり,それは異種接合界面

近傍に作用する集中力による応力の式を微分 し組み合

わせ ることによって表現できる.す なわち付図1に お

いて(ζη,ζ)方向の力を(P,Q,R)と すれば(17),

(A1)

こ こで,∂σky/∂ζを 例 と して,こ れ を(ξ,η*,ζ*)方向 の 力

(P,Q*,R*)に よ る応 力 の 式 よ り導 く.

(A2)

(A3)

(A4)

こ の よ うに して,

(A5)

ここで,∂σky/∂ζ等は文献(20),(21)の式 を微分することによ

って導 くことができる.こ こで,添 字ijは(x,y*,z*)座標

の応力を意味す るが,応 力の座標変換によって(x,y,z)

座標 の応力に変換できる.

付 録2: き 裂の進展する角度について

異種接合界面近傍のだ円形 き裂が進展す る角度θ0

(付表1)を σθの最大値が生 じる条件(22)から求めると

付表1の ようになる.こ れ らの値より,界 面に平行な

引張りと,界 面に垂直な引張りにおいて傾斜だ円形き

裂が,荷 重軸とほぼ垂直方向に進展 してい くものと考

えられる.
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